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考虑可压缩矿质的饱和岩体热弹塑性模型 

胡亚元 

（浙江大学 滨海和城市岩土工程研究中心，浙江 杭州 310058） 

摘  要：为研究温度和矿质压缩性对饱和岩体力学特性的影响，从工程混合物理论出发，把骨架应变和基质应变

作为饱和岩体的应变状态变量，把 Terzaghi 有效应力和真实压力作为应力状态变量，建立了本构模型和多场耦合

控制方程。首先假定组分基质的力学性质与单相介质相同，建立固流两相基质的热-力本构模型；然后利用骨架

应变、有效应力和温度来建立骨架热-力本构模量；再根据相应变与应变状态变量之间的关系建立饱和岩体热弹

塑性模型；最后与达西定律和傅里叶定律一起，建立了考虑矿质压缩性和温度影响的饱和岩土多场耦合控制方程。

工程混合物理论建模法能够避免单一有效应力建模法存在的 Biot 系数难以测定的缺陷，完善了热扩散方程，为建

立多场耦合分析模型提供了另一条新途径。 
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A thermo-elastoplastic model of saturated rock mass considering 

compressible mineral 
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Abstract: In order to study the influence of temperature and mineral compressibility on the mechanical properties of 

saturated rock mass, the constitutive models and controlling equations of saturated rock mass were built regarding 

skeleton strain and matrix strains as stain state variables and regarding Terzaghi effective stress and real pressure as stress 

state variables on the basis of engineering mixture theory. Firstly, the thermo-mechanics constitutive model of solid and 

fluid matrix was obtained from the assumption that the mechanical properties of solid and fluid matrices are the same as 

that of corresponding single phase. Secondary, skeleton strain, effective stress and temperature were used to formulated 

the thermo-mechanical constitutive model of solid skeleton. Thirdly, the thermo-elastoplastic model of saturated rock 

mass was established using the relations between phase strains and strain state variables. Finally, the multi-field coupling 

controlling equations were built for the saturated rock mass considering mineral compressibility and temperature impacts. 

The modelling method of engineering mixture theory can overcome the shortcoming that Biot's coefficient is difficultly 

measured in the single effective stress method and improve the thermal diffusion equation of saturated rock mass. So it 

provides another new method for building the analysis of multi-field coupling. 
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0  引    言 
地应力、地下水和温度是构成地质环境的主要

因素，研究应力和温度作用下饱和岩体内流固两相

的本构关系是数值分析渗流场、应力场和温度场的

多场耦合效应的理论基础，在水利水电工程、环境

工程、石油开发、地热开发和核废料处置等工程领

域具有广阔的应用前景[1]。 

目前国内外学者已提出众多的热-水-力耦合

本构模型来研究饱和岩土的热应力应变本构模  

型[2-7]。周创兵等[1]建立了非线性弹性本构模型来研

究饱和岩体的热-水-力耦合作用机理。Guvanasen

和Chan[2]提出具有代表性的多场耦合作用模式，李

勇等[3]考虑了固体和流体密度随压力和温度变化，

建立了饱和多孔介质的线性热弹性本构模型，并数

值分析了油页岩原位加热开发的渗透过程。刘泉声 
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等[4]研究了低温环境下考虑岩体冻融相变的温度场

–渗流场–应力场耦合特性，建立了冻结条件下裂隙

饱和岩体的本构模型及其耦合控制方程。Ma等[5]

推导了完全耦合的饱和多孔介质弹黏塑性模型，建

立了热-水-力多场耦合控制微分方程。陈卫忠等[6]

详细地研究了黏土岩的温度-渗流-应力耦合特性

和力学参数取值，并建立了相应的横观各项同性饱

和岩体多场耦合损伤模型。除此之外，还有许多岩

土专家也建立了饱和多孔介质热弹塑性本构模型

及其耦合控制方程，在此不一一列举，这些研究均

深刻地揭示了饱和岩体内温度-渗透-应力间的相

互作用，有力地推导饱和岩体热弹塑性力学的发

展。当然，由于工程应用的紧迫性，这些模型大都

基于力学直觉建立的，在热力学机制方面还存在一

些不足。例如，由于饱和岩体一般需要考虑岩块矿

物（在岩土力学中称为岩块颗粒，在工程混合物理

论中称为基质）的压缩性，一些岩土专家往往采用

单一Biot有效应力来建立饱和岩体的本构模型。但

是在非线性饱和岩体本构模型中，Biot有效应力中

的Biot系数不是常数，很难根据岩体试验取值，影

响了饱和岩体本构模型的实用性。又例如，在温度

扩散方程中，往往忽略应力引起的塑性和渗透等耗

散机制对温度扩散的影响，实际上并不严格满足能

量守恒方程。这些问题，很难通过物理和力学直觉

解决，只有采用更严密更普适的本构理论作为建模

基础，才能合理地克服上述缺陷。 

基于非平衡态热力学和连续介质力学的混合

物理论被称为本构领域的欧几里得理论，具有广阔

的普适性。然而，由于经典混合物理论采用工程上

无法直接测定的力学量来建立理论体系，因此所建

立的本构方程往往存在力学机理不明和参数选择

繁琐的缺陷。为克服上述缺陷，Borja[7]和胡亚元[8]

从工程力学量出发，把经典混合物理论发展为工程

混合物理论。本文以工程混合物理论为建模基础，

把饱和岩体应变分为骨架应变、固相基质应变和流

体基质应变，相应的共轭应力为Terzaghi应力、固

相真实压力和流体真实应力，根据这些热力学对偶

力学量来建立饱和岩体的热弹塑性本构模型及其

相应的控制方程，以丰富和发展饱和和非饱和岩体

力学的建模思路和方法。 

1  工程混合物理论 
1.1  动量守恒 

在符号上下标中，S表示饱和岩体的固相，F表

示流相。 {S,F}  为组分指征变量。设饱和岩体内

固流两相应变符合小应变假定。 n 为第 组分的

体积分数，
S F 1n n  。  和

R 分别为第 组分的

密度和真实密度，
Rn    。混合物的密度为

S F    。设第 组分时间t时的位移为 u ， u  

为第 组分的速度，以压为正。把多孔固相作为参

考相，则流相相对多孔固相的相对速度为

F F S W u u .设
σ 为第 组分应力，以压为正，

S F σ σ σ 为混合物总应力。令 b 为第 组分的外

体力密度，
Fp̂ 为流体动量供应量，固流两相的动量

守恒方程表示为[8-9]： 

S S S S S F
ˆ   u σ b p  (1) 

F F F F F F
ˆ   u σ b p

 
(2)

 
1.2  能量平衡方程 

设岩体基质（即构成岩块的矿物材料）所受的

真实应力为
RSσ ，孔隙中流相真实压力（即孔压）

为
FP ，它们与组分应力的关系为

S S RSnσ σ 和

F F Fn Pσ 1 。式中的1 为 2 阶单位张量。Terzaghi 有

效应力公式为： 

F' P  1σ σ  (3) 

令
T : / 3P  σ 1 为饱和岩体总压力，则固相真实

压力为： 

RS T F F

S

S

:

3

P n P
P

n


 
σ 1

 (4) 

设小应变条件下各组分基质应变 R 和固相骨

架体应变
HV 分别为[8-9]： 

 

R R

R

R

 




 









 ， S S

HV

S

n n

n







 ， {S,F} 

 
(5) 

则根据工程混合物理论[8-9]，固相组分应变张量

Sε 与骨架应变
Hε 和固相基质应变

RS 的关系为：
 

S H RS

1

3
1 ε ε

 

(6) 

式中 HV H :  ε 1。流相组分体应变 Fv 与骨架应

变 Hε 和流体基质应变 RL 的关系为： 

S

FV HV RL

F

n

n
  




                        (7) 

设混合物内能为 E ，能量平衡方程为[8-9]： 

H S S RS F F RF' : ( )E n P n P r  


        σ ε q

       

FF F F
ˆ( )P n  p W  (8) 

1.3  饱和多孔介质本构理论 

在饱和岩土力学中，几乎所有的本构理论均假

定固流两相基质材料的力学性质与单相时的力学

性质相同，这说明在饱和岩土工程力学中，固相骨

架变形、固相基质变形和流相基质变形的受力性质

是相互解耦的。根据这一假定，并考虑骨架塑性变
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形，饱和岩体的内能 E 可假定为： 
p

H H H H RS RS RS RF RF RF( , , ) ( , ) ( , )E E E E    ε ε ε ε
 

(9)
 

式中 p

Hε 为固相塑性骨架应变，对式(9)进行微分

得： 

p RS RSH H

H H H RS Rp

H H RS RSH

: :
E EE E E

E   
  

   
     
   

ε ε
ε ε

       
RF RF

RF RF

RF RF

E E
 

 

 


 
 

(10) 

根据热力学局部平衡假定及其
Hε 、

R 和 p

Hε 可

独立变化的性质得： 

RSH RF

H RS RF

EE E


  

 
  
  

， H

H

'
E




σ
ε

， R

R

E
n P 
 







(11) 

令 p p

H H' /E  σ ε ，把式(11)带入到式(8)可得

饱和多孔介质熵方程为： 

p

H F F F F

1 1
ˆ[ ' : ( ) ]P n  

 
       σ p W q

  

   

( )
r 





 
 

q

 

(12) 

从式(12)可得熵产项 i 为： 

F

F F F 2

' 1
ˆ: ( ) 0i p

H P n 
  

        
σ W

ε p q

 

(13) 

自由能 p

H H( , ', )   ε 和 R ( , )P   与内能关系

为： 
p p

H H H H H H H H( , , ) ' ( , , )E     ε ε σ ε ε ε
 

(14) 

R R R R R R( , ) E ( , )n P            ε ε ε  (15) 

注意到在小应变条件下 n n 

 ， n
 为初始值，

故 n 可视为常量，式(14)和(15)两边微分，再把式(11)

代入得： 

H

H










， H

H
'





ε

σ
， p H

p

H

'





σ
ε

， (16) 

R

R













， R

R
n P




 










 

(17) 

2  饱和岩土建模 
2.1  完整岩块和流体的本构模型 

岩块三轴压缩全过程曲线可用本构模型表示

为： 
2

S0 Rr RS1 RS1

RS1 2

RS1

( )

(1 )

E b

b

  








 (18) 

式中 S0E 为完整岩块的初始弹性模量， Rr 为残

余强度，参数 b 按照峰值点 RM 按下式确定： 

S0 S0

2

Sr Sr Sr RM

1 1

2 2

E E
b

   
    (19) 

由此可得： 

2

RS1 S0 Sr S0 RS1

S 3

RS1 RS1

d (2 )

d (1 )

E b E b
E

b

  

 

 
 


 (20) 

从式(17)的第二式可知，基质应变与基质压力

和温度有关，由此可得： 
2 2

RS RS

RS S2

S S S RS

+P
n P n

 
 

  

 


  
 (21) 

假设完整岩石的泊松比为 S ，完整岩石热膨胀

张 量 为 ST ， 则 完 整 岩 石 的 体 积 模 量 为

S S S/ (3 6 )K E   。根据固相基质变形与单相完整

固体即完整岩块具有相同本构关系的假定，对比式

(20)和式(21)得： 

1

RS S S STK P   

 

(22) 

设孔隙流体的体积模量为 FK ，热膨胀系数为

FT ，同理可得： 
1

RF F F FTK P    .  (23) 

2.2  岩体骨架的本构关系 

设岩土骨架的力学机理可用下面的弹塑性模

型来反映。 

 
图 1 骨架弹塑性模型元件组合图 

Figure 1 Diagram of skeleton elastoplastic model 

图 1 所示变形机理可用 * p

H H H( , ') ' :   σ σ ε

反映。令 *

H H / 'e   ε σ ，由式(16)第二式和第三式

可得： 
e p

H H H ε ε ε ， p' 'σ σ  (24) 

设岩体骨架的弹性剪切模量为 HG ，体积模量

为 HK ，热膨胀系数为 HT ，则有： 

e H 2 31 HT

H1

H H

( ' ' )'

3E E

   
 


    (25) 

e H 1 32 HT

H2

H H

( ' ' )'

3E E

   
 


    (26) 

e 3 H 1 2 HT

H3

H H

' ( ' ' )

3E E

    
 


    (27) 

现在来推导骨架的塑性变形。假设岩体符合

Hoek-Brown 屈服准则，根据式(24)把它用 'σ 表示

为： 

2

1 3 1 3 p c 3( ' , ' ) ' ' ' ( ) ' ' ( ) 0cf m s              

(28) 

式中 c' 为岩体的单轴抗压强度。假定服从相
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关联流动准则，有： 

p p

H1  ， p cp p

H3
2

c 3

'
(1 )

2 ' ' 'c

m

s


 

  
  


 (29) 

令：
3 c c( ' ' ) / 'A s     ，

1 3 c( ' ' ) /( ' )A A     ，
p 2

p p p p 3 c( ) /[ ( ' 2 ' )]A a b a m s      ，

p p

H' dij ij    ，硬化规律选为： 

    
p

p p

p p

m
a b







 (30) 

令
p 2

p p 1 3 c

2

p p c 3 c

( ) ( ' ' ) '

' ( ' ' )

a b
A

m a s


   

  

  



，由式

(28)～(30)可得： 

1 3[2 ' (2 ) ' ]A A A          (31) 

由式(24)、式(25)-(27)、式(29) 和式(31)得： 

H H

H1 1 2 3

H H H

1
( 2 ) ' ' [ (2 ) ] 'A A A
E E E

  

 
         

         HT( )
3

A


  (32) 

H H HT

H2 1 2 3

H H H

1
' ' '

3E E E

  
        +  (33) 

pH H

H3 1 2

H H H

1
[ (2 ) ] ' ' [

m
A

E E EA




 
          

p pHT

3(2 )(1 ) ] ' (1 ) ]
32 2

[
m m

A A A
A A

  

 


     

 (34) 

2.3  饱和岩体本构关系 

令：
b H S S

1 1 1

9E E n K
  ， 

b H b

b

H S S9

E E

E n K


   ， 

b

b

b

3 6
K

E


 ， 

bT ST HT    。 

bE 、 b 和 bK 分别是多孔固体的杨氏模量、泊

松比和体积模量，
bT 为多孔固体的热膨胀系数，

根据式(3)、式(4)、式(6)、式(22)和式(32)～(34)可

得饱和岩体的本构关系为： 

b b

S1 1 2 3

b b b

1
( 2 ) [ (2 ) ]A A A
E E E

  

 
           

bT

F

b S

1 1
( ) ( )
3 3 3

A A P A
K K

  


       (35) 

b b bT

S2 1 2 3 F

b b b b S

1 1 1
( )
3 3 3

P
E E E K K

  
         ε (36) 

pb b

S3 1 2

b b b

1
[ (2 ) ] [ (2 )

m
A A

E E EA
 



 
            

p p

3 F

b S

1 1
(1 ) ] [ (1 ) ]

3 32 2

m m
A A A P

K KA A
  

 

       

pHT[ (1 ) ]
3 2

m
A

A





   (37) 

定义渗入量 F F S F( )n   u u ，根据式(6)～(7)

和小应变条件得： 

F HV F RS F RFn n     ε
 

(38) 

把式(22)～(23)和式(32)～(34)代入到式(38)得： 

p p

F 1 3

b S

1 1
( ) (2 )

2
T

m A m A
P A

K K A A

 



 

         

   
pF F

F

b S F

11
( )

2

m A An n
P

K K KA

 



 
      

   
p

bT S ST F FT( )
2

m A
n n

A





        (39) 

式(35)～(37)和式(39)即是考虑温度和岩体矿

物压缩性的饱和岩体固流两相的本构关系。 

当岩体矿物和骨架变形均符合线弹性关系时，

此时不存在塑性，故 0A  。式(35)～(37)变为： 

b b bT

S1 1 2 3 F

b b b b S

1 1 1
( )
3 3 3

P
E E E K K

  
           (40) 

b b bT

S2 1 2 3 F

b b b b S

1 1 1
( )
3 3 3

P
E E E K K

  
         ε (41) 

b b bT

S3 1 2 3 F

b b b b S

1 1 1
( )
3 3 3

P
E E E K K

  
           (42) 

该本构方程与李勇等[3]的饱和岩体本构关系相

同。 

现在利用耗散理论来推导渗透方程和弹塑性

条件下的温度扩散方程。由式(13)的后两项可得： 

i

F F F F F
ˆ( ) 0P n 


       

q
p W

 

(43) 

满足式(43)的线性化形式为： 

+2

+F F F

F F F F F

FF

ˆ
n

P n n k
k




     

W
p  (44) 

+

F F F F Fn k k k k           q W w  (45) 

式中，
FFk 和

F 分别为流体的渗透系数和粘滞

系数， k 为热传导系数， Fθk 为扩散耦合系数。把

式(1)和式(2)相加，令 S S L L     b b b ，对于静力

问题有： 

0   σ b . (46) 

令
F F Fnw W ，对于静力问题把式(46)代入到式

(2)得： 

F F F

F F F+

FFF

P k
kn



 
    

w
b

 
(47) 

式(47)即是渗透方程。把式(16)～(17)的第一项
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代入到式(12)得： 
22 2 22

p RSH H RF

H S F2 p

S FH

[( ' )
'

P P
P P

  
  

    

  
    
       

σ
σ

p

H F F F F
ˆ' : ( )P n r 



      σ p W q  (48)  

式中
H RS RF      。 

注意到 2 2( / )PC      为等压比容[10]，同时根

据倒易定理有
HT/ ' / 3   σ ，

S ST/ P    ，

F FT/ P    ， p

H/ 0    。把它们代入到式(48)，

并利用式(44)～(45)，可得： 

P F F F F( ) ( )C k k k         w w

 
p RSF

F F H bT

FF S

' : ( )F

T

n
r P

k n
 




   




     w w σ

 

S

RF bT RS F

S

( )Fn n
P

n
   

 




    (49) 

式(49)即是温度扩散方程。 

3  边界条件和初始条件 
综上所述，饱和岩体热-水-力耦合控制方程由

固流两相本构关系式(35)～(37)和式(39)、平衡方程

式(46)、渗流方程式(47)和温度扩散方程式(49)组

成，除此之外，还需要应用关系式 F F  w 和多

孔固相变形几何方程，即应变与位移关系式。由于

小应变条件下的变形几何方程众所周知，这里不再

列出。在上述方程中，包含位移向量 Su 、流体真实

压力
FP 、温度 共5个基本未知量。对应于控制方

程组中的未知量，热-流-固耦合问题的边界条件为 

（1）初值条件，即 0t  时刻在 内有： 

位移初值条件： S S

u u

 孔隙水压初值条件： F FP P  

温度初值条件：  

 式中： S


u 、 FP和 分别为初始位移向量、孔

隙水压力和温度。 

（2）边界条件： 

位移边界条件：
S S

u
u u  

应力边界条件： n

  σ σ σ  

孔隙水压力边界条件：
F

F FP P

  

温度边界条件：


 

  

流体流量边界条件：
w

F F
w w  

热通量边界条件：
w

q q


  

式中，
Su 为已知边界面位移向量。σ为已知面

力向量； FP 为已知边界液体流量； Fw 为已知边界

热通量；n为边界面的外法向向量。 

有了边界条件和初始条件，就可对方程组进行

求解。求得
Su 、

FP 和之后，就可以根据本构关系

获得应力，渗透速率和热通量。由于方程组是非线

性的，因此需要采用有限元数值方法进行求解。有

关控制方程的有限元离散格式及其数值计算问题，

受篇幅限制，将另文予以介绍。 

4  结    论 
本文从工程混合物理论出发，采用骨架应变和

固流两相基质应变为应变状态变量和 Terzaghi有效

应力和真实压力为应力状态变量，获得了考虑基质

（矿物）压缩性和温度影响的饱和岩体的热弹塑性

本构方程，建立了基于混合物理论的饱和岩体热-

水-力多场耦合控制方程，获得了以下研究成果：  

（1）采用工程混合物理论建立饱和岩体热弹

塑性模型可以不采用 Biot 有效应力，避免了饱和岩

体非线性本构模型中的 Biot 系数难以确定的缺陷。 

（2）改进了温度扩散方程，增加了流体粘性耗

散和岩体塑性耗散等力学机制的影响，实际上，流

变粘性耗散和岩体塑性耗散的热力学机理都是机械

能转化为热能，势必会对温度扩散产生不可忽略的

影响。 
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