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共振柱试验确定土动剪切模量和 
阻尼比的理论辨析 

陈龙珠 1，顾晓强 2 

（1. 上海交通大学 船建学院土木工程系，上海 200240；2. 同济大学 土木工程学院地下建筑与工程系，上海 200092） 

摘  要：共振柱试验是目前测定土的动模量和阻尼比的常用方法。本文对底端固定、顶端附加质量且受简谐扭矩

激振的黏弹性连续体模型给出了顶端扭转角、角速度和角加速度的稳态强迫振动幅频关系，推导了这三种曲线的

峰频算式。由此对现行《土工试验方法标准》（GB/T 50123—2019）涉及共振柱试验的计算方法存在的缺陷进行了

辨析，为更合理地确定试样动剪切模量、动剪应变幅和阻尼比提供了理论依据。本文还对共振柱试验中采用自由

振动法确定试样阻尼比的信号选择进行了讨论。 
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Theoretical discrimination for determining dynamic shear modulus and 

damping ratio of soils by resonant column test 
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2. Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract: The resonant column testing is the widely used test to determine the dynamic shear modulus and damping ratio 

of soils. In this study, the specimen in a resonant column test is modeled as a viscoelastic cylinder with a fixed bottom and 

a mass for the excitation and measuring transducers attached on the top, and the amplitudes of the torsional angle, angular 

velocity, and angular acceleration versus frequency at the top under steady-state forced vibrations are introduced. Then, the 

peak-frequency formulas of these three curves are deduced and the calculation methods in Chinese standard for geotechnical 

testing method (GB/T 50123—2019) are discussed in order to more accurately calculate the dynamic shear modulus, shear 

strain amplitude and damping ratio. Moreover, the method to choose signals for determining the damping ratio in a resonant 

column test with free vibration is also discussed. 
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0  引  言 

在场地地震安全性评估、地基抗震加固和环境

振动治理等工程中，通常需要采用动三轴试验和共

振柱试验测定地基土的动剪切模量、阻尼比与剪应

变幅的关系曲线。一般来说，对测试原理基于线性

振动理论的共振柱试验，试样最大应变幅不高于

1×10−3，而动三轴试验适用的应变幅范围则不低于

1×10−4，1×10−4～1×10−3常是它们的交叠区间。因此，

将这两种试验的测试结果整合起来，便可为试样提

供较为完整的动剪切模量、阻尼比与动应变幅的关

系曲线[1-2]。 

根据材料力学基本理论，对固结后高度为 hc、

截面直径 dc 的圆形实心截面试样，若已知在其顶端

受到的扭矩 T 及其相对于底端的扭转角 θ 等参数，

则试样的剪切模量可由理论公式来计算。利用这个
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原理直接测定试样的剪切模量，必须精密测定试样

受到的扭矩及其产生的扭转角，但这在以往却并不

容易做到，直到近些年随着测量传感器的进步才被

开发应用[3-4]。我国目前仍普遍采用传统的共振柱试

验技术[5-6]，即对类似于动三轴试验的试样，在其顶

端施加一系列振动频率的扭矩，同时测定试样顶端

水平安装的加速度计电压信号，再由其幅频关系曲

线的峰点频率确定试样的共振频率和动剪切模量，

并由转换而得的扭转角位移幅频曲线的峰点频率

及其两侧半功率点之间的频差计算试样的阻尼比。

这种稳态强迫振动法确定试样的动剪切模量，避免

了精确测量试样所受动扭矩的困难。在共振柱试验

中，也可以瞬间卸除使试样顶端产生预期转角的扭

转激励，让试样转为自由振动状态，再由所记录到

的试样扭转振动衰减时程曲线来确定它的阻尼比，

这是自由振动法。 

目前常见的共振柱仪可分为底端固定顶端  

自由、底端固定顶端受弹簧支承两类，其中前者  

的试样与顶端激振和测振传感器附加质量整体  

系统的动力特性求解相对简单，本文将以此为对

象，并结合《土工试验方法标准》（GB/T 50123—

2019）[5] 的相关规定，进行分析讨论。试样顶面   

的扭转角振幅 θ0 及其对应的动剪应变幅 γ，通常是

由加速度计测到的水平向线加速度经计算得出：
2 2

0 0 1/ (4 π )U d f = 、
0 c c/ (3 )d h = ，其中 d1、U0、

ꞵ和 f依次为加速度计到试样轴线的距离、加速度计

电压振幅、加速度计标定系数和振动频率。显然，

试样顶面的加速度计电压 U0 或扭转角加速度振幅

0 0 1/ ( )U d = 与扭转角速度振幅
0 0 / (2π )f = 、扭

转角振幅 2

0 0 / (2π )f = 随振动频率而变化的关系，

彼此之间是不同的。因此，它们的幅频曲线峰点频

率、峰点两侧半功率点频率及其差值，彼此之间也

会存在差别。共振柱试验测定试样动剪切模量 Gd的

理论计算公式为： 

2

d 0 nt c s(2π / )G f h =            (1) 

式中：ρ0为试样的质量密度；fnt是试样的固有频率；

ꞵs 为扭转振动的无量纲频率因数。但是，根据其第

30.3.4 条中的第 3 点和第 30.4.2 条，《土工试验方法

标准》对其式（30.4.2）或本文式（1）中的 fnt，采

用了 U0-f曲线和 0 -f 曲线的峰点频率（扭转角加速

度共振频率） θp
f ，同时也由此按其式（30.4.1-1）计

算对应的剪应变幅。另外，该标准确定试样阻尼比

t 的式（30.4.6-2），涉及的则是
0 -f 曲线的峰点频

率 θpf （扭转角共振频率，该标准采用符号 fn）。由

此可见，需要弄清
θp

f 、 ntf 和 θpf 的相对大小状况，

才能判断由该标准方法确定的试样动剪切模量、动

剪应变幅和阻尼比的数值是否合理和可靠。本文主

要从理论上对此进行辨析与讨论。 

1  黏弹性试样扭转稳态强迫振动解
与应用 

1.1  理论解答 

对图 1 所示的坐标系，圆柱试样底端固定，顶

端安装有总质量为
am 的激振压板和量测传感系统。

假设土为线性黏弹性材料，则试样扭转振动的运动

方程为： 
2 2

d c

t2 2

0 0

( ) ( )( , ) ( , )
( , )

G T t z hz t z t
z t

t z t

 
 

 

−   
= + +    

(2) 

式中： ( , )z t 是与试样底端距离为 z处截面随时间 t

而变化的转角；
t 为试样扭转振动阻尼系数； ( )T t

为试样顶端外加扭矩； 为奇异函数。 

 
图 1  共振柱试验扭转振动力学模型 

Fig. 1  Mechanical model of torsional vibration for 

resonant column test 

式（2）所采用的模型，假设了阻尼效应与试样

的动剪切模量成正比，属于一种瑞利阻尼，由此根

据结构动力学理论可知，试样的强迫振动可按振型

叠加法求解。因试样相邻振型的固有频率间距较

大，对共振柱试验的频率范围而言，可仅考虑第 1

振型的影响： 

1 1

1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i i

i

z t A z x t A z x t


=

=         (3) 

其 中 第 1 阶 振 型 函 数 可 表 示 为 [1] ：

nt

1

d 0

( ) sin( )
/

z
A z

G




= ， nt nt2πf = 是试样扭转的第1阶 

固有圆频率。将式（3）代入式（2），且对各项同乘

以
1( )A z ，然后再对各项沿试样高度进行积分，可得： 

2

1 t nt 1 nt 12 ( )x x x T t  + + =          (4) 

试

样 

底座 

θ(t) 

hc 

T 

ma 

z 

o 
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式中：
t t nt / 2  = 为试样扭转振动的阻尼比；

c

nt c d 0

2

0 1
0

sin( / / )

( )d
h

h G

A z z

 



=


，它对于时间 t 来说是一个

常数。取
0( ) sin( )T t T t= ，记频率比

nt/R  = =

nt/f f ，式（4）的稳态强迫振动解为： 

0

1 2 2 2 2
nt t

1
sin( )

(1 ) (2 )

T
x t

R R


 

 
= −

− +

, t

2

2
tan

1

R

R


 =

−
(5) 

将式（5）代入式（3），可得到试样顶端扭转角

的稳态强迫振动解： 

0 nt c

2 2 2 2
nt d 0 t

1
( ) sin( ) sin( )

/ (1 ) (2 )

T h
t t

G R R

 
  

  
= −

− +

(6) 

其振幅为： 

0 nt

0 2 2 2 2
nt d 0 t

1
sin( )

/ (1 ) (2 )

cT h

G R R

 


  
=

− +
   (7) 

对给定的试样，其顶端扭转角振幅随频率比而

变化的规律，主要由式（ 7）右边中的因子

θ
2 2 2

t

1

(1 ) (2 )
F

R R
=

− +

决定，它与简谐激振下单自由

度体系的稳态强迫振动放大系数表达式类同。由

θd
0

d

F

R
= ，求得

θF 的峰点频率比和峰值为： 

2

θp t1 2R = − , 
θp

2

t t

1

2 1
F

 
=

−

      (8) 

对于简谐振动，容易写出试样顶端扭转振动的

角速度和角加速度振幅： 

0 nt c

0 0
2 2 2

nt d 0 t

sin( )
/ (1 ) (2 )

T h R

G R R

 
 

  
= =

− +

 (9) 

2
2 nt c

0 0 0
2 2 2

d 0 t

sin( )
/ (1 ) (2 )

h R
T

G R R


   

 
= =

− +

(10) 

它 们 与 频 率 比 相 关 的 因 子 分 别 为
2 2 2

tθ
/ (1 ) (2 )F R R R= − + 、 2 2 2 2

tθ
/ (1 ) (2 )F R R R= − + ，

对应的峰点频率比和峰值依次为： 

pθ
1R = , 

p
t

θ

1

2
F


=             (11) 

p 2

t

θ
 

1

1 2
R


=

−
, θpθp

F F=         (12) 

1.2  动剪切模量计算 

从上述结果得知，当阻尼比
t 0  时，有

nt θpθp θp
f f f f =  且 2 2

θp ntθp θp
f f f f= = 。也就是说，试

样扭转角加速度和角位移的共振频率均受阻尼比

的影响，只有角速度的共振频率与阻尼比无关而与

试样的固有频率相同。 

在共振柱试验所测试样阻尼比的常见范围内，

表 1 列出了试样扭转角幅频曲线和角加速度幅频曲

线峰频比的平方随阻尼比而变化的数据。由表中数

据可见，当阻尼比低于 0.10 时，试样扭转角和角加

速度幅频曲线的峰频与固有频率相差很小；但之后

随着阻尼比的增加，两种峰频比平方的数值与 1 的

差距会越来越大。对多种类型的土来说，试验结果

表明，阻尼比会随着动剪应变幅的增大而升高，当

动剪应变幅处于 1×10−4～1×10−3 区间时，阻尼比随

动剪应变幅增大会快速升高，阻尼比会进入 0.10～

0.20范围之内[7-8]。由表1可见，当阻尼比处于0.10～

0.20 时，由角加速度幅频曲线峰频替代试样固有频

率计算得出的动剪切模量，将会偏高 2.0%～8.7%。 

表 1  试样扭转角和角加速度幅频曲线峰频比平方值 

Table 1  Squared peak frequency ratios of the amplitude-

frequency curves for torsional angle and angular 

acceleration of specimen 

t  
2

θpR  
2

θp
R  2 2

θp θp
/R R  

0.025 0.999 1.001 0.998 

0.050 0.995 1.005 0.990 

0.075 0.989 1.011 0.978 

0.100 0.980 1.020 0.961 

0.125 0.969 1.032 0.939 

0.150 0.955 1.047 0.912 

0.175 0.939 1.065 0.882 

0.200 0.920 1.087 0.846 

综上所述，《土工试验方法标准》不宜由实测的

θp
f 来替代其式（30.4.2），即本文式（1）中的

ntf 。

应采用试样顶端扭转角速度幅频曲线的峰频
θp

f 来

进行计算，这不但在理论上是严密的，而且在目前

已数字化的共振柱试验系统中也不存在困难。 

1.3  动剪应变幅计算 

从本文引言介绍可知，试样的动剪应变与扭转

角直接关联。因此，宜以扭转角幅频曲线的峰点来

反映试样受到的最大动剪应变幅，而由扭转角加速

度幅换算出的扭转角，是与振动频率的平方成反比

的。由表 1 最右一列数据可知，当阻尼比处于 0.10～

0.20 时，由
θp

f 替代 θpf 计算出的试样剪应变幅将会

偏低 3.9%～15.4%，为接近于前述动剪切模量误差

的两倍。 

从以上两点理论分析结果似可推论，由于阻尼

比一般是随着动剪应变的增大而增大的，《土工试

验方法标准》所存在的上述两点问题，对共振柱与

动三轴试验数据合成绘制动剪切模量与动剪应变
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幅曲线的连贯性，可能也会带来一些影响。文献[2]

给出的几种土样试验曲线表明，在动剪应变幅交叠

区域，由共振柱试验测得的动剪切模量比动三轴试

验测得的略高。但有哪些因素对此产生了影响，尚

待更进一步的观察和分析。 

1.4  强迫振动法的阻尼比计算 

参照单自由度结构强迫振动幅频曲线特征，在

激振频率接近于固有频率的范围内，结构振幅受阻

尼比的影响极其敏感，阻尼比较小时尤其如此。因

此，对共振柱试验确定阻尼比的方法，宜尽量做到

精准。利用上面推导出的式（8）、式（11）和式（12），

从理论上说，可由扭转角、角速度和角加速度幅频

曲线的峰频来确定试样的阻尼比： 

22
ntθp nt θp

t

1 ( / )1 ( / )
=

2 2

f ff f


−−
=      (13) 

但在阻尼比较小时，要想由这两个公式确定阻

尼比具有足够高的精度，则需要在试验时选用足够

小的激振频率间隔，以便获得足够分辨率的峰频。 

在《地基动力特性测试规范》[6] 中，由共振柱

试验测定试样阻尼比，只给出了自由振动法的算

式；而《土工试验方法标准》同时给出了自由振动

法和稳态强迫振动法的算式，其中后者的式（30.4.6-

2）用本文符号表示则为： 

2 1
t

θp

1
( )

2

f f

f


−
=              (14) 

式中：
1f 和

2f 是试样扭转角幅频曲线峰点两侧、振

幅为 2 / 2 ，即 70.7%的峰值处两个半功率点对应的

频率，其在如图2所示的F-R曲线上对应于
1R 和

2R 。 

 

图 2  确定试样阻尼比的半功率点 

Fig. 2  Half power points for the soil damping ratio 

根据上述定义，令
θ θp( 2 / 2)F F= ，经整理且忽

略含 2

t 项，得： 

2 2

1 t t t t(1 2 ) 2 1 1R    = − − −  −     (15a) 

2 2

2 t t t t(1 2 ) 2 1 1R    = − + −  +     (15b) 

由此式得到
t 2 1( ) / 2R R = − = 2

2 1 t θp( ) 1 2 / (2 )f f f− − 。

将其比较可知，式（14）是经过了多次假设 2

t 0 = 而

得出的。将表 2 中的数据代入式（14），当阻尼比处于

0.10～0.20时，所得阻尼比高于精确值2.0%～9.0%。 

另一方面，由式（11）可知， ntθp
f f= 。若图 2

是试样顶端扭转角速度的幅频曲线，则令

pθ θ
( 2 / 2)F F= ，经整理且最终也忽略含 2

t 项，得： 

2 2

1 t t t t(1 2 ) 2 1 1R    = + − +  −    (16a)  

2 2

2 t t t t(1 2 ) 2 1 1R    = + + +  +    (16b)  

将其重新整理，得： 

2 1 2 1
t

nt

1
( )

2 2

R R f f

f


− −
= =        (17) 

表 2  试样扭转角幅频曲线半功率点频率比的精确值 

Table 2  Exact values of the frequency ratio at half-power 

point of the amplitude-frequency curve for torsional 

angle of the specimen 

t  1 θp/f f  
2 θp/f f  

0.025 0.975 1.025 

0.050 0.948 1.049 

0.075 0.921 1.073 

0.100 0.893 1.097 

0.125 0.863 1.121 

0.150 0.830 1.145 

0.175 0.796 1.169 

0.200 0.758 1.194 

由此可见，若将《土工试验方法标准》对稳态

强迫振动法算式（30.4.6-2）规定的试样扭转角幅频

曲线，改为扭转角速度幅频曲线，则在理论上相对

更加严密。将表 3 数据代入式（17），所得阻尼比几

乎没有误差。 

表 3  试样扭转角速度幅频曲线半功率点频率比的精确值 

Table 3  Exact values of the frequency ratio at half-power 

point of the amplitude-frequency curve for angular 

velocity of the specimen in torsion 

t  R1 R2 

0.025 0.975 1.025 

0.050 0.951 1.051 

0.075 0.928 1.078 

0.100 0.905 1.105 

0.125 0.883 1.133 

0.150 0.861 1.161 

0.175 0.840 1.190 

0.200 0.820 1.220 

2λt 

F 

0 

P 

P1 P2 

R1 R2 R 

Q 
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对于式（16）的精确算式和表 3 中的数据，容

易验证
1 2 1R R = ，即 2

1 2 ntf f f= ，由此可以对实测扭转

角速度幅频曲线的可靠性进行检验。当遇到试样扭

转角速度幅频曲线的频率范围不足以确定
2R 时，可

以由
1R 计算阻尼比： 

2

t 1 1(1 ) / (2 )R R = −            (18) 

2  黏弹性试样扭转自由振动解与应用 

令式（2）中试样顶端外加扭矩 ( )T t 为 0，便是

其自由振动的运动方程。同样按振型叠加法求解并

仅保留第一振型的影响，则可以得到试样顶端扭转

角位移的自由振动解[9]： 

t ntnt c

d 0

d( ) sin( )
/

e sin( )th
t a

G
t




 −
= +   (19) 

式中： a 和  是由初始条件确定的积分常数；
2

nt td 1  = − ，是有阻尼试样扭转自由振动的圆

频率。对式（19）等号两边关于时间 t 分别求一次

和二次导数，得到试样顶端扭转角速度 ( )t 和加速

度 ( )t 的自由振动解答，它们仍然可以整理成与式

（19）相同的形式，只是 a 和的算式（为节省篇

幅此处省略）彼此有别而已。由此可知，对试样扭

转角位移、角速度和角加速度来说，它们在自由振

动时程曲线上的振幅衰减规律均遵从于 t nte t− ，故

而可以采用任一个来分析计算试样的阻尼比。如图

3 所示，相邻两个扭转角位移峰点的时间间隔为

d d2π /T = ，采用信号上第 i、i+n个峰值
i 和

ni +
，

则试样扭转振动的对数递减率为： 

t

t
2

1 n t

2π1
ln( ) ln( )

1

i i

i in

  


  + +

= = =
−

     (20) 

 

图 3  试样扭转角的自由振动时程信号示意图 

Fig. 3  Schematic curve of rotation angle versus time for 

specimen under free vibration 

由试验测得对数递减率后，可由式（20）得到

相应的阻尼比： 

t t

t
2 2

t
2π4π

 



= 

+

            (21) 

经验算可知，当
t 1.29  或

t 0.20  时，由式

（21）近似算式求出的阻尼比，偏大于精确值，误

差在 2%之内。 

由于自由振动随时间的推移逐渐减弱，动剪应

变幅会随之降低，继而使得试样的阻尼比会发生变

化。因此，在采用自由振动法测定试样的阻尼比时，

宜对开始阶段的时程曲线进行分析。 

3  结  论 

本文通过理论推导和分析，对现行《土工试验

方法标准》所含共振柱试验确定试样动剪切模量、

动剪应变幅和阻尼比的方法，提出如下几点改善 

意见： 

（1）在试样动剪切模量的算式中，应采用扭转

角速度幅频曲线的峰频，即试样的固有频率。 

（2）在试样动剪应变幅的算式中，宜采用扭转

角幅频曲线的峰频。 

（3）在稳态强迫振动法确定试样阻尼比的算

式中，应采用扭转角速度幅频曲线的峰频及两个半

功率点的频差。 

（4）采用自由振动法确定试样的阻尼比，扭转

角、角速度和角加速度或加速度计电压时程曲线均

可选用。 
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