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修正 Mohr-Coulomb 准则下倾斜基岩中 
桩端极限承载力研究 

胡嘉言 1，曹志刚 1*，蔡袁强 1,2，许  斌 1 
（1. 浙江大学 滨海和城市岩土工程研究中心，浙江 杭州 310058；2. 浙江工业大学 岩土工程研究所，浙江 杭州 310014） 

摘  要：为计算倾斜岩面浅嵌岩桩极限承载力，本文基于修正 Mohr-Coulomb 强度准则提出了倾斜岩面浅嵌岩桩

桩端承载力计算方法。采用特征线法构建了桩端面以下塑性发展区，考虑岩面倾斜角几何关系，推导了倾斜岩面

位移滑移场；进一步通过黎曼不变量控制方程，求解了倾斜岩面浅嵌岩桩基极限承载力公式。分析了倾斜岩面坡

角、岩体完整性参数以及岩体内摩擦角等因素对桩端承载力的影响。结果表明：浅嵌岩桩基嵌入深度达到极限嵌

入比时，桩基达到极限承载力；当嵌入比大于极限嵌入比时，桩端承载力系数不受倾斜坡角和嵌入比影响，此时

可按平地桩基进行分析计算；极限嵌入比随倾斜坡角的增大呈幂函数增大，且在岩石完整性较差时，极限嵌入比

随岩体内摩擦角的增大而显著增大；当嵌入比小于极限嵌入比时，桩端承载力系数随倾斜坡角的增大近似线性减

小，需考虑岩面倾角对桩基承载力的影响。 
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Study on ultimate bearing capacity of pile tip in inclined rocks based on 
modified Mohr-Coulomb criterion 
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Abstract: In order to calculate the ultimate bearing capacity of shallow rock-socketed pile in inclined rocks, an analytical 

method for calculating the tip bearing capacity of a shallow rock-socketed pile in inclined rocks was proposed based on the 

modified Mohr-Coulomb strength criterion. The plastic zone below the pile tip was constructed by the characteristic line 

method. The displacement field of inclined rocks was derived considering the geometric relation. Combined with the 

Riemann’s invariant governing equation, the ultimate bearing capacity formula of shallow rock-socketed pile foundation in 

inclined rocks was further solved. The influences of the inclined slope angle, the Geological Strength Index (GSI) and the 

friction angle on the bearing capacity of pile tip were analyzed. The results show that the ultimate bearing capacity of 

shallow rock-socketed pile is reached when the embedment depth reaches a limit embedment ratio. When the embedment 

ratio is greater than the limit embedment ratio, the load factor of pile tip is not affected by slope angle and embedment ratio, 

which can be calculated and analyzed according to a pile in flat rocks. The limit embedment ratio increases as a power 

function with the increase of the slope angle. When the rock integrity is poor, the limit embedment ratio increases 

significantly with the increase of the friction angle. When the limit embedment ratio is not reached, the load factor for the 

ultimate bearing capacity of the pile decreases approximately linearly with the increase of the slope angle, so the influence 

of the slope angle of the rock on the bearing capacity of the pile foundation should be considered. 
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rocks; limit embedment ratio 

0  引  言 

山区高架桥、输电塔等基础设施桩基常建在倾

斜岩石边坡中，深入研究岩体斜坡中桩基的承载能

力对此类基础的设计至关重要。 

对于岩石地基承载力求解问题，许多学者提出

了多种方法对其进行研究。SERRANO 等[1-3] 基于

Hoek-Brown 破坏准则，利用特征线法研究了岩石地

基的极限承载力。为了将研究应用于高度破碎岩石

介质（岩体完整性参数 GSI≤25），SERRANO 等[4] 

对原有模型进行了改进，在先前的假设与方法基础

上加入了修正系数[5]，得到了更精确的极限承载力

计算方法。YANG 等[6-7] 基于极限分析的上限定理，

在非线性准则下应用广义切线技术计算功和耗能，

通过优化得到岩体中条形基础的极限承载力，并且

考虑了超载和岩体自重的影响。GALINDO 等[8] 基

于修正 Mohr-Coulomb 破坏准则，采用特征线法计

算了岩体中浅基础的极限承载力，并将所得解与之

前以 Hoek-Brown 准则计算的解进行了比较，分析

了两个准则中岩体完整性参数产生的不同影响以

及强度曲线斜率演化的显著差异。 

对于嵌岩桩基承载力，学者们开展了广泛研

究。史佩栋等[9] 通过分析现场实测资料和长期原位

观测资料，揭示了嵌岩桩竖向荷载作用下桩端阻力

分担荷载比与桩长径比之间的变化规律，讨论了嵌

岩桩的合理嵌岩深度，提出了一种用经验参数确定

嵌岩桩竖向承载力的计算公式。赵明华等[10] 采用

Hoek-Brown 岩石强度准则，建立了嵌岩桩桩侧摩阻

力模型和桩端阻力的计算公式，分析了岩体结构的

完整性、岩块单轴抗压强度及三向应力等因素对嵌

岩桩极限承载力的影响。张琦等[11] 假定了岩体可能

出现的极限状态，基于岩体二维、三维 Hoek-Brown

破坏准则提出了大直径嵌岩桩桩端岩体极限承载

力的计算方法，并进一步研究了大直径嵌岩桩的尺

寸效应。周洁等[12] 综合分析了不同的嵌岩桩单桩

竖向承载力计算方法的优缺点及其应用范围。

SERRANO 等[13-14] 提出了一种基于 Hoek-Brown 破

坏准则的平地基岩中桩端极限承载力计算方法，通

过施加形状因子考虑了桩的三维特征，并且发现嵌

岩桩基存在 4 种不同类型的破坏模式。此后，

SERRANO 等[15] 将方法推广到修正 Hoek-Brown 破

坏准则，求解平地基岩中嵌岩桩的极限承载力，并

给出了极限承载力与修正系数的关系。CAI 等[16]、 

CAO 等 [17] 基于 Hoek-Brown 准则和修正 Hoek-

Brown 准则计算了不同坡角下倾斜基岩中的嵌岩桩

桩端极限承载力，在得到与平地基岩情况类似的 4

种破坏模式以外，发现了倾斜基岩中桩的第 5 种破

坏模式——超浅嵌入（SS）破坏模式，并揭示了不

同破坏模式下的桩基承载机理，但其承载力公式中

Hoek-Brown 准则参数的获取需借助较复杂的室内

试验。 

Mohr-Coulomb强度准则因其参数易于获取，广

泛应用于岩体地基承载特性研究中，但其未考虑到

非线性对岩体强度的影响。基于此，SINGH 等[18-19] 

提出了非线性的修正 Mohr-Coulomb 破坏准则，保

留了原始 Mohr-Coulomb 准则的强度参数，且可通

过低围压下三轴试验得到高围压下岩体强度参数，

更方便应用于嵌岩桩基承载力分析。当前尚缺乏基

于修正 Mohr-Coulomb 破坏准则的倾斜岩面桩基承

载力分析理论，基于上述强度准则推导倾斜岩面的

桩基承载力计算方法，将有助于桩基承载力分析方

法的进一步应用。 

本文基于修正 Mohr-Coulomb 破坏准则描述岩

体的强度，采用特征线法求解了岩石边坡中浅嵌岩

桩桩端极限承载力计算公式，研究了不同坡角下桩

基达到极限承载所需的极限嵌入比，并对倾斜坡

角、岩体完整性参数（GSI）和内摩擦角等因素对桩

端极限承载力的影响进行了分析，为倾斜岩面桩基

承载力设计计算提供指导。 

1  修正 Mohr-Coulomb 强度破坏准则 

假设岩体为均匀且各向同性的连续介质，

SINGH 等[18-19] 提出岩体的非线性破坏准则如下： 
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式中： 1σ 和 3σ 分别为有效大主应力和小主应力； cσ

为完整岩石的单轴抗压强度； cjσ 为节理岩石的单轴

抗压强度； jφ 为低围压下岩石试样由三轴强度试验

得到的内摩擦角。 

将式（1）左右两边同时除以 cσ 可得： 
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式中： *
1 1 c/σ σ σ ； *

3 3 c/σ σ σ ，下文应力变量均以

此法无量纲化。 
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令
j
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j
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1 sin

φ
n

φ



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c

σ
r

σ
 ，将式（2）进一步简

化为： 

 * * * * 2
1 3 j 3 j 32 ( )σ σ r n σ n σ     (3) 

利用 Mohr 应力圆中 Lambe 变量 1 3( + )/2p σ σ

和 1 3( )/2q σ σ  ，可将修正 Mohr-Coulomb 强度准

则表示为以下形式： 

 * * * * * 2
j j2 2 ( ) ( )q r n p q n p q      (4) 

 * * * * * 2
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式中： c
* /p p σ ； c

* /q q σ 。 

根据 SERRANO等[1] 对岩体瞬时内摩擦角 ρ的

定义： 
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结合式（4）～（5）可以得到： 
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由 SINGH 等[19] 的研究可以得到： 

 j 0 1n n r    (10) 

 0

sin

1 sin

φ
n

φ



 (11) 

式中：φ 表示低围压下完整岩石由三轴试验得到的

内摩擦角（ 3 0σ  ）。 

因此有： 

 0
j

0

1
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2

r n
φ

r n

 
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 
 (12) 

根据 GALINDO 等[8]，修正 Mohr-Coulomb 强

度准则的修正系数 r 为： 

 
ar s  (13) 

其中： 
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式中：s 为 Hoek-Brown 准则参数；a 为修正 Hoek-

Brown 准则修正系数；GSI 为岩体完整性参数；D

表示岩体扰动因子，取值范围一般在 0～1。 

根据修正 Mohr-Coulomb 强度准则下的 Mohr

应力圆，如图 1 所示，可得出应力表达式，并建立

和桩基边界条件中的岩体瞬时内摩擦角 ρ的联系： 

 cosq   (16) 

 sinp q    (17) 

O

ρ

τ, q τ = τ(σ)

q = q(p)

σ, p σ p

 
图 1  修正 Mohr-Coulomb 强度准则下的 Mohr 应力圆 

Fig. 1  Mohr’s stress circle for modified Mohr-Coulomb 

strength criterion 

将式（16）～（17）与式（7）～（9）联立，

可以得到应力关于岩体瞬时内摩擦角 ρ的表达式： 
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其中： 
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2  桩端极限承载力公式求解 

CAI 等[16] 总结出在倾斜基岩中桩基存在 5 种

破坏模式，分别为深嵌入轻覆载（DL）、浅嵌入轻

覆载（SL）、深嵌入重覆载（DH）、浅嵌入重覆载

（SH）以及超浅嵌入（SS）。根据嵌入深度的不同，

DL 与 SL、DH 与 SH 的破坏模式可以相互转化。
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桩基边界条件示意图如图 2 所示，图 2 为 SS 破坏

模式，桩端荷载为 hσ ，桩基嵌入岩石深度为 RH ，

桩径为 0B ，倾斜基岩坡角为 η，此时桩基嵌入深度

较浅，嵌入比对桩基承载性能影响较大，需进一步

研究其特性。 

根据塑性理论，有以下几点假设：（1）应力应

变是共轴的，即在 Mohr 应力平面中的轴线与应变

增量平面的轴线相同；（2）在修正 Mohr-Coulomb

强度准则下需要考虑破坏时关联塑性流动法则；

（3）求解时先假定为平面应变进行二维分析，在

此基础上再进一步考虑桩基三维空间效应；（4）岩

石介质为均质、各向同性的理想塑性体；（5）假设

倾斜岩石边坡中的桩基不受惯性力和水力梯度的

影响。 
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B0

HS土体

岩石
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η ‒ α 

 
图 2  桩基边界条件示意图 

Fig. 2  Illustration of boundary conditions for pile foundation 

2.1  特征线法下黎曼不变量定义 

求解倾斜基岩中嵌岩桩桩端极限承载力，主要

基于特征线法下的黎曼不变量控制方程。首先要确

定出桩基边界条件 1 中的瞬时内摩擦角 1ρ ，然后利

用特征线确定出边界条件 2 上的瞬时内摩擦角 2ρ ，

最后根据实际条件参数求解出极限桩端承载力。 

特征线法下对滑移线场采用的黎曼不变量方

程为： 

 1 1 2 2( ) ( )I ρ ψ I ρ ψ    (21) 

式中： 1ρ 和 2ρ 分别为边界条件 1 和边界条件 2 的

瞬时内摩擦角； 1ψ 和 2ψ 分别为边界条件 1 和边界条

件 2 上大主应力与竖向纵轴的夹角。 

令 j j( )m n r n  ，根据 GALINDO 等[8] 对修

正 Mohr-Coulomb 模型下黎曼不变量的定义： 
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其中 2 ( )I ρ 分 3 种情况： 
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(23) 

2.2  承载力公式推导 

如图 2 所示，作用在边界条件 1 上的平均上覆

荷载 mh （无量纲）为： 

 S SR R
m

c c2

γ Hγ H
h

σ σ
   (24) 

式中： Rγ 为岩体重度； Sγ 为土体重度； RH 为桩基

嵌入岩石深度； SH 为上覆土层厚度； cσ 为完整岩

石的单轴抗压强度。 

作用在边界条件 1 上的竖直应力 *
vσ 为： 

 *
v m cos( )σ h η α   (25) 

式中：η为倾斜基岩坡面角度；α为虚拟滑动面（边

界条件 1）与倾斜坡面的夹角。 

边界条件 1 上的正应力分量和切应力分量如

下： 

 * * 2
1 v mcos( ) cos ( )s σ η α h η α     (26) 

 * *
1 v msin( ) sin( )cos( )t σ η α h η α η α      (27) 

为了确定边界条件 1 上的岩体瞬时内摩擦角

1ρ ，需要从 Mohr 应力圆中找出各参数间的关系（边

界条件 1 中 Mohr 应力圆示意图如图 3 所示），得出

边界条件 1 中的应力关系表达式： 

 2 2 2
1 1 1 1( )t p s q    (28) 

式中： 1p 和 1q 分别是边界条件 1 上的平均应力和应

力圆半径； 1s 和 1t 分别是边界条件 1 上的正应力和



372 地  基  处  理 2024 年 7 月 

 

切应力。 

联立式（26）～（28），可以将虚拟夹角 α表示

为： 

 
* 2 * 2

2 1 1
* 2
1 m m

( ) ( )
cos ( )

2

p q
η α

p h h


 


 (29) 

如图 3 所示，边界条件 1 中大主应力与竖向纵

轴的夹角 1ψ 可以由如下关系表示： 

 1

π
( )

2
ψ η α ε     (30) 

 m
* 2
1 m

sin( )cos( )1
arctan

2 cos ( )

h η α η α
ε

p h η α

  
    

 (31) 

式中：ε为大主应力方向与边界条件 1 的夹角。 

 
图 3  边界条件 1 中 Mohr 应力圆示意图 

Fig. 3  Mohr’s stress circle for Boundary 1 

由于边界条件 2 上的大主应力方向为竖直，即

大主应力与竖轴的夹角 2 0ψ  ，将 1ψ 和边界条件 1

上黎曼不变量 1( )I ρ 代入式（21），可以得到边界条

件 2 上黎曼不变量 2( )I ρ 的值，通过迭代运算可以

进一步得到瞬时内摩擦角 2ρ 的值： 

  1
2 1 1( )ρ I I ρ ψ   (32) 

式中： 1I  为黎曼不变量 ( )I ρ 的反函数。 

根据式（7）～（8），可以得到边界条件 2 上的

应力参数 *
2p 、 *

2q 。由于 2 =0ψ ，所以作用在边界条

件 2 上的竖直应力与大主应力相等，即： 

 
* * *
h 2 2σ p q   (33) 

式中： *
hσ 为桩端竖直应力（无量纲）。 

考虑 DE BEER[20] 提出的三维空间效应系数

βs ，可以得到桩端极限承载力系数： 

 
* * *

P h 2 2( )β β βN s σ s p q    (34) 

 m1 tanβ ρs   (35) 

式中： PβN 为桩端极限承载力系数； mρ 为岩体平均

内摩擦角，可以由下式确定[13]： 

 m

1 2

2
sin

1 1

sin sin

ρ

ρ ρ




 (36) 

由此可以得到桩端极限承载力 hpσ 的表达式： 

 
* *

hp c P c 2 2( )β βσ σ N σ s p q    (37) 

式中： cσ 为完整岩石的单轴抗压强度； βs 为桩基三

维形状因子； *
2p 和 *

2q 分别是边界条件 2 上的平均应

力和应力圆半径（无量纲）。 

2.3  嵌入比推导 

假设桩基嵌岩深度为 RH ，桩径为 0B ，根据几

何关系以及塑性区定义[13]，嵌入比 n的公式如下（见

图 2 和图 3）： 

R

0

sin sin

2 cos 2cos

H OC α α OC OB OA
n

B OM η η OB OA OM
      (38) 

 1 1

1

2sin cos

sin( )

OC μ μ

OB μ ε



 (39) 

 2 2

1 1

cos

cos

OB q ρ

OA q ρ
  (40) 

 
2

1

sin

OA

OM μ
  (41) 

式中： 1μ 、 2μ 表示特征线族 1、2 与大主应力之间

的夹角，分别为： 

 1
1

π

4 2

ρ
μ    (42) 

 2
2

π

4 2

ρ
μ    (43) 

整理得到桩基嵌入比的表达式为： 

 

1 1

1 2

2

2
2 j

j 2

2

1
1 j

j 1

sin cos sin

cos sin( )sin

sin1
cos

1 sin
     

sin1
cos

1 sin

α μ μ
n

η μ ε μ

ρ
ρ r n

n ρ

ρ
ρ r n

n ρ

 


  
       
  
       

 (44) 

O

T
极点

M为边界条件1应力

T为与修正M&C准
则包络线的接触点

1 1( , )s t

边界条件1大
主应力方向

M

1

1

1q

1p 1

1

23
1

  , p

,q M 为边界条件 1 应力；T 为与修正 Mohr-

Coulomb 准则包络线的接触点 
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图 4 给出了不同倾斜坡面角度 η下，虚拟滑动

面与倾斜坡面的夹角 α和嵌岩桩嵌入比 n 之间的关

系，此时岩体完整性参数 GSI 70 ，内摩擦角

30φ ° 。在不同平均上覆荷载 mh 作用下，嵌入比 n

随虚拟夹角 α的增大而增大，当夹角 α增大到一定

值时，桩端达到极限承载，此时的嵌入比被称为极

限嵌入比，用 Ln 表示。图 5 给出了不同平均上覆荷

载下倾斜坡面角度 η与极限嵌入比 Ln 关系图，极限

嵌入比 Ln 随平均上覆荷载的增大而减小，随倾斜坡

角的增大而呈幂函数增大。 
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n
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（b） 40η °  
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（c） 60η °  

图 4  不同倾斜坡角下虚拟夹角 α与嵌入比 n 关系图 

Fig. 4  Relation between the virtual inclination angle and the 

embedment ratio for different slope angles 
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0

2
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6
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     hm=0.01

     hm=0.05

     hm=0.10

 

极
限
嵌

入
比

n L

倾斜坡面角度η  
图 5  不同平均上覆荷载下倾斜坡面角度 η与极限嵌入比 

Ln 关系图 

Fig. 5  Relation between the slope angle and the limit 

embedment ratio for different overburden pressure 

考虑平均上覆荷载 m 0.01h  ，图 6 给出了岩体

内摩擦角 φ与极限嵌入比 Ln 关系图。可以看出，当

内摩擦角为 30°～40°时，极限嵌入比随内摩擦角增

大而增大，在岩石完整性较差时增大更为显著；极

限嵌入比随着岩体完整性参数的增大而减小。 

30 35 40
0

2

4

6

8

10

    GSI15
       GSI40
    GSI70

极
限

嵌
入

比
n L

岩体内摩擦角φ/(°)  
图 6  岩体内摩擦角 φ与极限嵌入比 Ln 关系图 

Fig. 6  Relation between the friction angle and the limit 

embedment ratio 

3  承载力系数分析 

为了更好地验证公式的可靠性，使用 Plaxis 3D

建立相应的模型，修正 Mohr-Coulomb 强度准则下

倾斜基岩桩端承载力理论参数如表 1 所示。 

表 1  修正 Mohr-Coulomb 强度准则下倾斜基岩桩端承载力 

理论参数 

Table 1  Theoretical value of calculation parameters for 

modified Mohr-Coulomb strength criterion 

倾斜

坡角

η/(°) 

内摩

擦角

φ/(°) 

岩体完

整性参

数 GSI 

岩体重度

Rγ /(kN/m3) 

岩石单轴

抗压强度

cσ /MPa 

桩端承

载力系

数 PβN  

20 

40 

60 

30 

30 

30 

70 

70 

70 

25 

25 

25 

2.5 

2.5 

2.5 

4.14 

3.03 

1.58 
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假设桩的宽度 0 1 mB  ，嵌入深度 R 2 mH  ，

此时桩基嵌入比 R 0/ 2n H B  。根据上述条件和参

数，当 20η ° 时，桩端承载力系数 P 4.14βN  ，此

时 桩 端 极 限 承 载 力 hp c P 2.5 4.14βσ σ N      

10.36 MPa；同理当 =40η ° 时，桩端极限承载力

hp c P 2.5 3.03 7.58 MPaβσ σ N    ；当 60η ° 时，

桩端极限承载力 hp c P 2.5 1.58 3.95 MPaβσ σ N    。 

不同倾斜角度下有限元数值计算桩端位移云

图如图 7 所示，当 20η ° 时，桩端极限承载力为

10.8 MPa；当 40η ° 时，桩端极限承载力为 8.2 MPa；

当 60η ° 时，桩端极限承载力为 4.0 MPa。桩端承

载力理论计算值与有限元计算值对比如图 8 所示，

通过比较分析可以得出，在不同坡角下理论计算值

均小于有限元计算值，且误差小于 10%。当坡角

20η ° 时，理论解比有限元数值解小 0.44 MPa；当

40η ° 时，理论解比有限元数值解小 0.62 MPa；当

60η ° 时，理论解比有限元数值解小 0.05 MPa。 

 
（a） =20η °  

 
（b） =40η °  

 
（c） =60η °  

图 7  不同倾斜角度下有限元数值计算桩端位移云图 

Fig. 7  Finite element method to calculate the tip displacement 

for different slope angles 
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图 8  桩端承载力理论计算值与有限元计算值对比 

Fig. 8  Comparison between theoretical and finite element 

calculation of tip bearing capacity 

图 9 为不同岩体完整性参数 GSI 下嵌入比 n 与

承载力系数 PβN 关系图。承载力系数随嵌入比增大

而增大，当嵌入比达到极限值后，承载力系数不再

增大。当倾斜坡角 η不变时，随着岩体完整性参数

的增大，桩端承载力系数加速增大。 
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（b） 40η °  
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（c） 60η °  

图 9  不同岩体完整性参数 GSI 下嵌入比 n 与承载力系数 

PβN 关系图 

Fig. 9  Relation between the load factor and the embedment 

ratio for different values of GSI 
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图 10 反映了相同嵌入比下桩端承载力系数

PβN 与倾斜坡角 η 的关系。嵌入比小于极限嵌入比

时，桩端承载力系数随倾斜坡角的增大近似线性减

小；当嵌入比大于极限嵌入比时，桩端承载力系数

不再受倾斜坡角和嵌入比的影响。 
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（b） Ln n  

图 10  桩端承载力系数 PβN 与倾斜坡角 η关系图 

Fig. 10  Relation between the load factor and the slope angle 

4  结  论 

本文基于修正 Mohr-Coulomb 强度准则，使用

特征线法推导求解了倾斜岩质边坡中浅嵌岩桩的

桩端极限承载力公式，并研究了在不同倾斜基岩角

度下岩体完整性参数、内摩擦角等对桩端承载力的

影响。主要结论如下： 

（1）在超浅嵌入（SS）破坏模式下，嵌岩桩基

存在一个极限嵌入比，嵌入比达到极限嵌入比时，

桩基达到极限承载力；当嵌入比大于极限嵌入比

时，桩端承载力系数不受倾斜坡角和嵌入比的影

响，此时可按平地基岩情况进行计算分析。 

（2）极限嵌入比随倾斜坡角的增大呈幂函数

增大，随岩体完整性参数的增大而减小；岩石完整

性较差时，极限嵌入比随岩体内摩擦角的增大而显

著增大。 

（3）当嵌入比小于极限嵌入比时，桩端承载力

系数随倾斜坡角的增大近似线性减小，需考虑岩面

倾角变化对桩基承载力的影响。 
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